Soluzioni di Adriana Lanza


SUPPLETIVA 2008 – Ordinamento

Problema 1

Dato un quadrante AOB di cerchio, di centro O e raggio 2, si consideri sull’arco AB un punto P. 

[image: image1.png]0<x<90°





1)Si esprima in funzione di  t= tg x/2
[image: image2.png]con x = BOP




l’area del quadrilatero OMPN, essendo M ed N i punti medi dei raggi OA e OB. 
L’area del quadrilatero è la somma delle aree dei due triangoli OPN e OPM, aventi  base uguale a r/2 = 1 e altezza [image: image4.png]PK =1 senx



   e  [image: image6.png]PH

cosx



   rispettivamente
Area = [image: image8.png]2(sen.x+ cosx) =



)
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   con      t>0
1. Si studi la funzione f(t) così ottenuta e si tracci il suo grafico γ, indipendentemente dai limiti posti dal problema geometrico. 
Se non si prendono in considerazione le limitazioni imposte dal problema geometrico, il dominio è R.

Non ci sono asintoti verticali

La retta y=-1 è asintoto orizzontale essendo [image: image12.png]lim,._,. f(t)





Intersezioni con gli assi
   (0;1)           (1-√2  ;0)      (1+√2  ;0)

Positività
Il denominatore  è positivo  per qualunque valore di x

Il numeratore è positivo nell’intervallo  1-√2  < t <  1+√2  
Crescenza  e decrescenza

f’(t) =[image: image14.png]. P2 g
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La derivata prima si annulla per t= -1±√2 ed è positiva nell’intervallo -1-√2  < t <  -1+√2  
----------------------------- -1-√2  _______________  -1+√2 --------------------------------------


Il punto  N(-1-√2  ;-√2)    è minimo relativo 
Il punto  M(-1+√2  ;√2)    è massimo relativo 

Concavità e convessità
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  semplificando
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La derivata seconda si annulla in corrispondenza di  t=1   t= -2±√3

Studio del segno di f”(t)

t-1> 0               …………………………………………………………………………………1_____________________            
t2+4t+1>0            ________-2-√3…………………………………-2+√3___________________________
f”(x)>0        per  -2-√3  <x< -2+√3            V          x>1            Concavità verso l’alto

f”(x)<0        per     x<-2-√3                  V       -2+√3    <  x < 1           Concavità verso  il basso
La curva ha tre  flessi

F1(-2-√3  ; [image: image19.png]


)        F2(-2+√3  ; [image: image21.png]~1+3




)          F3 (1;1)
GRAFICO
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3. Si dica per quale valore di x l’area del quadrilatero assume valore massimo. 

Il massimo relativo è anche assoluto, quindi il quadrilatero di area massima si ottiene in corrispondenza si tg x/2 = -1+√2→x/2 = π/8→x=π/4
Allo stezsso risultato si poteva giungere ricordando che l’area  è uguale alla somma di 

senx + cos x, con  0<x<90 °. Il massimo si ottiene quando  sen x e cos x assumono valori uguali

2. Si calcoli l’area della parte finita di piano compresa tra la curva γ e l'asse x 
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PROBLEMA 2

Si consideri la funzione: 

y= senx(2cosx + 1). 

1. Tra le sue primitive si individui quella il cui diagramma γ passa per il punto P(π,0). 
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Imponendo il passaggio per P

1+k=0→ k=-1

[image: image29.png]flx) = sen*x —cosx — 1




OSSERVAZIONE:  il primo integrale poteva essere calcolato anche  come[image: image31.png]J sen2x dx



 ottenendo  il risultato
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Imponendo il passaggio per P

1-1/2 +h =0 →h=-1/2
Si ottiene la stessa funzione [image: image35.png]2. 1
sen?x —cosx —= — >



=
[image: image36.png]sen‘x —cosx —1




2. Si rappresenti graficamente la curva γ nell’intervallo 0 ≤ x ≤ 2 π e si dimostri che essa è simmetrica rispetto alla retta x= π. 

La funzione, periodica  di periodo 2 π, è continua in R e in particolare nell’intervallo considerato

f(0) = f(2 π)=-2

f(x)=0  se [image: image38.png]sen‘x —cosx —1 = —cos®x —cosx = —cosx(cosx +1) =0




ovvero   cos x=0  V   cos x =-1      → x=  π/ 2  V  x= 3 π/ 2     V  x = π

Positività

Poiché il secondo fattore non è mai negativo, la funzione è positiva quando cos x è negativo , ovvero per  π/ 2  <x<3 π/ 2  
Simmetria rispetto alla retta x=π
[image: image39.png]



Deve risultare quindi verificata l’uguaglianza f(x)= f([image: image41.png]21 —X)




ovvero
[image: image43.png]sen‘x —cosx —1



=[image: image45.png](—senx)* —cosx — 1



→[image: image47.png]sen‘x —cosx —1 = sen“x —cosx — 1




c.v.d.

Crescenza e decrescenza

Ricordiamo che  f’ (x)= sen x(2cos x +1) e osserviamo che si annulla quando

sen x= 0         V     cos x = -1/2    ovvero 
 x= 0      V    x = π     V  x = 2 π   V       x= 2 π/3      V  x= 4 π/3
studio del  segno

senx> 0              0_______________________ π…………………………….2 π
2cosx +1>0        0______________2 π/3…………………..4 π/3__________
f’(x)>o   per   0<x<2 π/3       V      π<x<4 π/3    

f’(x)<o   per   2 π/3<x< π       V      4 π/3  <x<2 π   

0------------------------2 π/3------------------- π----------------------4 π/3----------------2 π -

I punti  [image: image49.png]A



    [image: image51.png]


   sono massimi relativi
Il  punto  m(π,0)    è  minimo relativo

Concavità e convessità
[image: image53.png]f(x)
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0  se   cos x = [image: image57.png]~13/33



  
f”(x)>0     se   cos x<[image: image59.png]~1-V33



      V  cos x>[image: image61.png]~1+/33



     ovvero

                 [image: image62.png]a= arccos( (-1+ sqrt{ 33) /8)
= arccos((-1- \sqrt{ 33))/8)





f”(x)>0 
→      concavità verso l’alto   per

   0<x<arccos([image: image64.png]- 14733,



     V     arccos([image: image66.png]


 < x < 2π- arccos([image: image68.png]


   V  2π- arccos([image: image70.png]


 <x<2π  
f”(x)<0→      concavità verso il basso per

arccos([image: image72.png]- 14733,



 < x < arccos([image: image74.png]


    V   2π- arccos([image: image76.png]


   < x< 2π- arccos([image: image78.png]



La curva ha 4 flessi, nei punti dove f”(x) cambia segno
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3. Si scrivano le equazioni della retta tangenti alla curva nei suoi due punti A e B di ascisse π/2 e 3π/2 e si determini il loro punto d’intersezione C. 

Coefficiente angolare della tangente in (π/2;0)   m1 = f’(π/2)=1
Coefficiente angolare della tangente in (3π/2;0)   m2 = f’(3π/2)=1 =-1

Le due rette hanno equazione

y= x- π/2                      y=-x +3 π/2

rispettivamente

Il loro punto comune appartiene necessariamente  all’asse di simmetria  x = π ed ha coordinate

C(π; π/2)

Si calcoli l’area della parte finita di piano compresa tra la curva e le due suddette tangenti. 
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Calcolo dell’area evidenziata dal contorno rosso
Area= Area triangolo ABC-2[image: image82.png]j;}'(smz



x- cos x -1)dx

Area triangolo ABC = [image: image84.png]



[image: image86.png]J£sen?x ax = [FEE
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[image: image92.png]x cosx dx = [sen x]F



=-1                           [image: image94.png]—j;}'m;c





Area = [image: image96.png]~—2(%+1
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